Bijlage I
Plattegrond 3e verdieping
Bijlage II
Ongedempt één – massa – veersysteem

Een betonnen vloer heeft een massa waardoor deze gaat doorbuigen. Het doorbuigen van de vloer gaat gepaard door een kracht. De kracht die wordt uitgeoefend is de massa van de betonnen vloer vermenigvuldigd met de versnelling (a). De versnelling is de tweede afgeleide van de verplaatsing:

F(t) = m ∙ a(t)

of

F(t) = m ∙[image: image18.jpg]L.



 (traagheidskracht)
De mate waarin de betonnen vloer doorbuigt is afhankelijk van de veerstijfheid van de vloer. De buigstijfheid van de betonnen vloer bepaald de mate waarin de vloer zal gaan vervormen. De mate waarin een betonnen vloer vervormt bij een ongedempt systeem is de kracht van de betonnen vloer gelijk aan de veerkracht. Door dit gelijk aan elkaar te stellen is er evenwicht in de constructie.

F resulterende kracht anders zal deze niet in beweging zijn

F(t) – Fveer(t) = m ∙ a(t)

of

F(t) = F​veer (t)
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Om het dynamische gedrag van een betonnen vloer nader te bestuderen wordt de massa en veer los van elkaar gekoppeld. In het onderstaande figuur is het principe van een ongedempt één – massa – veersysteem weergegeven.

Ongedempt één – massa – veersysteem

Na het bepalen van de massa en kracht van de betonnen vloer kan de veerkracht worden bepaald. De veerkracht is zowel afhankelijk van de veerstijfheid als de doorbuiging van de betonnen vloer.

Fveer(t) = k ∙ u(t)

Om vervolgens de uitwijking van een betonnen vloer te bepalen is deze afhankelijk van de beginuitwijking en de snelheid. De snelheid en de versnelling zijn te bepalen door middel van differentiaalvergelijkingen. Deze waarden spelen een belangrijke rol binnen de dynamica. De snelheid is de eerste afgeleide van de uitwijking naar de tijd. Vervolgens is de versnelling de tweede afgeleide van de uitwijking naar de tijd. 

v(t) = d u(t)
        dt

a(t) = d2 u(t)

        dt

Opstellen van een bewegingsvergelijking komt de cosinus en sinus te voorschijn. Om de traagheidskrachten te vinden laten we de constructie trillen in een nog onbekende frequentie waarvoor een bewegingsvergelijking wordt opgesteld.

u(t) = A ∙ sin ω ∙ t + B ∙ cos ω ∙ t (algemene oplossing van de differentiaalvergelijking)
Nadat de beginuitwijking (A) en de snelheid (B) zijn bepaald uit de randvoorwaarden kan de uitwijking op een bepaald tijdstip worden berekend van de betonnen vloer. Daarbij is de beginuitwijking gelijk aan de maximale uitwijking van de betonnen vloer. Vanuit de randvoorwaarden heet ook wel de particuliere oplossing.
De fasehoek (ω) geeft aan wat de uitwijking van de betonnen vloer is op een bepaald tijdstip.
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ω = √ (k / m) = 2 ∙ π ∙ f = (2 ∙ π) / T

Fasehoek

Wanneer de gegevens bekend zijn zoals veerstijfheid en massa van de betonnen vloer kan de resonantiefrequentie worden bepaald. Op het moment wanneer de resonantiefrequentie (fe) wordt bereikt zal deze hevig gaan trillen en in het uiterste geval bezwijken. Het is dan ook van belang dat de resonantie frequentie word vermeden om problemen te voorkomen.

             fe = (1 / 2 π ) ∙ √ (k / m)

Bijlage III
Gedempt één – massa – veersysteem
Trillingen veroorzaken vervormingen aan de betonnen vloer en deze moet worden gedempt. Door wrijving zal de vervorming in de betonnen vloer afnemen en uiteindelijk dempen. In tegenstelling bij het voorgaande systeem zal daar de trilling altijd voortduren omdat er geen demping aanwezig is. Bij een gedempt één – massa – veersysteem worden de drie onderdelen afzonderlijk benaderd: massa, veer en demper. Het principe van een gedempt één – massa – veersysteem is hieronder weergegeven.
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Gedempt één – massa - veersysteem

Na mate dat de tijd verstrijkt zal de vervorming van de betonnen vloer geringer worden. Deze negatieve kracht of ook wel dempingkracht (Fw) is afhankelijk van de dempingsfactor en snelheid:

Fw(t) = c ∙ v(t)

Net zoals in het voorgaande systeem moet evenwicht zijn en is afhankelijk van de massa, veerstijfheid en demping. 

F(t) ​= Fveer (t) + Fw (t)
of

m ∙ a(t) = k ∙ u(t) + c ∙ v(t)

Voor het bepalen van de uitwijking op een bepaald tijdstip blijft de beginuitwijking (A) en snelheid (B) hetzelfde zoals bij het ongedempte systeem. Vervolgens wordt de ongedempte vrije trilling vermenigvuldigd met een e – macht met daarin een dempingsfactor (ζ). Hierdoor zal de trilling in loop van tijd afnemen. Tevens wordt fasehoek (ω) aangepast aan de demping waardoor een gedempte fasehoek (ωd).

ωd = √ (1 – ζ ) * ω

Vervolgens kan men na het bepalen van de gedempte fasehoek de gedempte uitwijking van de trilling op een bepaald tijdstip berekenen.

u(t) = e^(- ζ ∙ ωd ∙ t ) ∙ A ∙ sin ωd ∙ t + B ∙ cos ωd ∙ t

Dempingsfactoren worden bepaald door middel van metingen uit de praktijk, want deze zijn niet te berekenen. Vervolgens zal de uitwijking van de trilling afnemen en geeft aan dat er energie verloren gaat bijvoorbeeld materiaaldemping, wrijving bij opleggingen. Hieronder is een tabel van metingen betreft de dempingsfactoren (ζ ) voor verschillende soorten betonnen dansvloeren.

	Type vloer
	Minimaal
	Maximaal
	Gemiddeld

	Gewapend beton
	0,014
	0,035
	0,025

	Voorgespannen beton
	0,010
	0,030
	0,020

	Composiet
	0,008
	0,025
	0,016

	Staal
	0,006
	0,020
	0,012


Na het bepalen van de dempingsfactor kan ook de resonantiefrequentie van een gedempt systeem worden berekend.

fe = (1 / 2 ∙ π ) ∙ √ [ ( k / m ) ∙ ( 1 – ζ 2 ) ]

Tot slot wanneer een ongedempte vloer voldoet aan de eisen zal een betonnen vloer met demping altijd voldoen. Het is dan niet noodzakelijk om een vloer op demping uit te rekenen, maar juist ongedempt. Bij een gedempt systeem zal de resonantie frequentie kleiner zijn omdat de asymptoot afbuigt en bij een ongedempt systeem is er en asymptoot. Daardoor zal het berekenen van een betonnen vloer bij een ongedempt systeem de voorkeur hebben ten opzicht van een gedempt systeem.

Demping

Dempingsfactoren worden bepaald door middel van metingen uit de praktijk, want deze zijn niet te berekenen. Vervolgens zal de uitwijking van de trilling afnemen en geeft aan dat er energie verloren gaat bijvoorbeeld materiaaldemping, wrijving bij opleggingen. Hieronder is een tabel van metingen betreft de dempingsfactoren (ζ ) voor verschillende soorten betonnen dansvloeren.

	Type vloer
	Minimaal
	Maximaal
	Gemiddeld

	Gewapend beton
	0,014
	0,035
	0,025

	Voorgespannen beton
	0,010
	0,030
	0,020

	Composiet
	0,008
	0,025
	0,016

	Staal
	0,006
	0,020
	0,012


De harmonische trillingen veroorzaakt door de bewegende mensen wordt gedempt in de betonnen vloer. De dempingsfactor voor het materiaal beton is vastgesteld op een waarde van 2%. De functie voor een gedempte trilling is als volgt te bepalen:

U(t) = sin α ∙ e^( ξ ∙ x)

Iedere keer dat de discogangers gelijktijdig op de vloer bewegen, kan de uitwijking van de vloer enorm toenemen. De uitwijking heeft een bepaalde limiet en zal maximaal 50 x zo groot worden bij een dempingsfactor van 2 %. Wanneer de dempingsfactor onder de 2% blijft zal er géén resonantie optreden. Door de constructie te verstijven is een uitweg de trillingen voldoende te dempen in geval van resonantie.

Harmonische belastingen op een gedempt systeem

Bij een gedempt systeem is de particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking lastiger te bepalen dan bij een ongedempt systeem. Dit blijkt indien als oplossing van de differentiaalvergelijking wordt geprobeerd u(t) = u0 sin Ωt. De differentiaalvergelijking is:

mü(t) + cú(t) + ku(t) =  F0 sin Ωt

Nu staat aan beide zijden van het gelijkteken een sinusfunctie, die dus kan worden weg gedeeld. Daarmee volgt voor de verhouding tussen amplitude van de respons en de amplitude van de opgelegde kracht.

u​0 = F0 / √[(k – mΩ2)2 + (cΩ)2]
en zo vinden we voor de frequentie responsie functie van het gedempte systeem:

H(Ω) = u0 / F0 = 1/ √[(k – mΩ2)2 + (cΩ)2]

Het is duidelijk dat wanneer de dempingsmaat ζ nul is, de oplossing reduceert tot die van het ongedempte systeem.  De karakteristieken van de frequentie responsie functie zijn hetzelfde als bij het ongedempte systeem. De demping heeft vooral invloed op de hoogte van de resonantiepiek. We constateren dat in geval van resonantie de responsie niet meer oneindig is. In geval Ω = ωd bedraagt de respons.

u0 ≈ (1 / 2ζ) * (F0 / k)

Deze benadering geld voor kleine warde van dempingsmaat, en is voor bouwconstructie vrijwel altijd toepasbaar. Voor zwaar gedempte systemen is de exacte oplossing voor Ω = ωd:

uo = (1 / (2ζ √(1- ζ2))) * (F0 / k)

Voor een systeem met een dempingsmaat van 2% bedraagt de maximale respons 25 maal de statische respons.

Periodieke belasting

Teneinde de respons op periodieke belastingen te bepalen, beschouwen we eerst een methode om periodieke belastingsfuncties te ontbinden in sinus- en cosinusfuncties. De franse wiskundige Fourier heeft aangetoond dat indien een tijdfunctie een periodieke functie is. Deze dan geschreven kan worden al een sommatie van sinus en cosinusfuncties, volgen de Fourierreeks en de oplossing voor de verplaatsing is dus:

u(t) = (F0 /k) * ((t/td ) – (sinωt / ωtd))

De amplitude van de trilling wordt blijkbaar bepaald door de grootte van de kracht F​0 en door de tijdsduur td waarover deze werkt:

umax = F0 td / m ω

Het product van kracht en tijdsduur wordt impuls of stoot genoemd. We geven genoemd. We geven dit aan met de hoofdletter S (eenheid Ns). De respons op een stootbelasting is dus in termen van verplaatsing:

u(t) = (S / mω) * sin ωt
En uitgedrukt als snelheid van de trilling:

ú(t) = ( S / m) * cos ωt
Bovenstaande analyse geldt voor een ongedempt systeem worden afgeleid:

u(t) = (S / mωd)* e^(-ζωt) * sin ωdt
waarin: ωd is de gedempte eigenfrequentie

Omdat bij goede benadering geldt ωd ≈ ω, vormt de negatieve e-macht in de respons het enige wezenlijke verschil tussen de respons van het gedempte en het ongedempte systeem. De maximale respons, die kort na de stoot optreedt, is bij benadering even groot.  We veronderstellen dat de belasting als functie van de tijd gegeven is. Verder is van het één massa veersysteem bekend de massa, de stijfheid en dempingsconstante.

Vanuit de gebruikelijk schijfwijze voor de differentiaalvergelijking:

mü(t) + cú(t) + ku(t) = Ft

wordt de versnelling expliciet geschreven
ü(t) = [F(t) – cú(t) – ku(t)] / m

In deze notatie is te zien dat de versnelling van het systeem wordt bepaald door het totaal van de daarop werkende krachten, dat kunnen zijn een externe kracht F (t) en de veer – en demperkrachten.

Hoeveel eigenfrequenties moet worden benaderd. Het antwoordt volgt uit de trillingstijd van de bouwconstructie. We mogen verwachten dat de bouwconstructie de sterkste respons zal vertonen bij de eigenfrequentie. Het is daarom essentieel dat de Fourier – analyse wordt voortgezet tot frequenties hoger dan ongeveer drie maal de van belang zijnde eigen frequenties van de constructies. Meestal is de laagste eigenfrequentie het belangrijkste. Hierbij geldt nog een tijde randvoorwaarde: De Fourier ontwikkeling moet zover worden doorgezet totdat de ook de hoogste frequenties die in de belasting aanwezig zijn, voldoende nauwkeurig worden beschreven.

Personen

Meestal gaat het om de voelbaarheid en hinderlijkheid van trillingen. De belasting door personen kan afkomstig zijn van lopen, springen, dansen of vallen. Naarmate de snelheid toeneemt, neemt ook de topwaarde van de belasting toe. Omdat het hier een periodieke belasting betreft, kan deze worden ontwikkeld in een Fourier – reeks.

Bij springende personen blijkt de belasting op een constructie ongeveer 1,7 maal zo groot is als de statische belasting. Dit geldt voor een constructie die statisch reageert. Deze belasting treedt met een zekere periodiciteit op, het geen aanleiding kan geven tot het aanstoten van eigentrillingen, die liggen nabij 2 of 4 Hz. Hierdoor kan nog een aanzienlijke vergroting van de responsie optreden.

Daarbij speelt niet alleen de constructieve veiligheid van de constructie een rol (namelijk het voorkomen dat de sterkte wordt overschreden, eventueel door vermoeiing), maar ook het gevoel van veiligheid van het publiek. De sterke bewegingen zouden immers aanleiding kunnen zijn tot ongerustheid of paniek.

Bruikbaarheidaspecten

In de praktijk zal blijken dat bruikbaarheidaspecten vaak veel kritischer zijn in de beoordeling van dynamische respons dan de constructieve veiligheid.
Bijlage IV

Berekeningsblad Ingenieursburo Bartels
Bijlage V

Fourier – analyse

	Soort belasting
	Fouriercomponenten

	
	Vgem
m/s
	Fs
Hz
	Fmax/G
	A1
	A2
	A3
	A4
	Φ1
	Φ 2
	Φ 3
	Φ 4

	Lopen
	1,2
	1,6
	1,3
	0,2
	0,1
	-
	-
	0
	0
	-
	-

	Lopen
	1,5
	2,0
	1,5
	0,4
	0,1
	0,1
	-
	0
	0
	π/2
	-

	Rennen
	2,0
	2,4
	2,0
	0,7
	0,2
	0,1
	-
	0
	0
	0
	-

	Sprinten
	6,0
	4,0
	2,7
	1,3
	0,3
	0,1
	-
	0
	0
	0
	-

	Springen
	-
	2,2
	2,0
	1,1
	0
	0,1
	0,1
	0
	0
	π
	0

	Springen
	-
	2,1
	3,1
	1,5
	0,7
	0
	0,1
	0
	0
	0
	π

	Springen
	-
	1,8
	6,2
	1,9
	1,6
	1,1
	0,6
	0
	0
	0
	0

	Dansen
	-
	1,6
	1,7
	0,5
	0,2
	-
	-
	0
	0
	-
	-

	Dansen
	-
	3,0
	1,7
	0,5
	0,2
	-
	-
	0
	0
	-
	-


Bijlage VI

Stroomschema


[image: image2]
De natuurlijke frequentie van de vloer moet minimaal 5 Hz zijn en bij voorkeur boven 8 Hz.

Vloerdikte (d)

	Schema
	L /d (l ≤ 7 m)
	L /d (l >7 m)
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	25
	175 / L
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	32
	225 / L

	[image: image5.jpg]DN




	35
	245 / L


Elasticiteit (E)

	Sterkteklasse
	f’ck
	Ef

	B15
	15 N/mm2
	2200 + 4900 ω0 [image: image6.jpg]


 2900

	B25
	25 N/mm2
	2500 + 5500 ω0 [image: image7.jpg]


 3600

	B35
	35 N/mm2
	2800 + 6100 ω0 [image: image8.jpg]


 4300

	B45
	45 N/mm2
	3100 + 6700 ω0 [image: image9.jpg]


 5000

	B55
	55 N/mm2
	3400 + 7300 ω0 [image: image10.jpg]


 5700

	B65
	65 N/mm2
	3700 + 7900 ω0 [image: image11.jpg]


 6400


Kwadratisch traagheidsoppervlakte (I)

I = 1/12 ∙ b ∙ h3 
(Ongescheurde betondoorsnede)


Doorbuiging (δ)
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	_5 ∙ q ∙ L4_

384 ∙ EI

	
	_F ∙ L3_
48 ∙ EI



	
	_q ∙ L4_

192 ∙ EI

	
	_7 ∙ F ∙ L3_ 

768 ∙ EI

	
	_q ∙ L4_

384 ∙ EI

	
	_F ∙ L3_

192 ∙ EI


Natuurlijke frequentie (fn), factor: A

	2 – zijdig opgelegd
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	2 – zijdig ingeklemd
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	Ingeklemd – vrij opgelegd
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Opgelegde frequentie en vergrotingsfactor

	Soort belasting
	F
	Toelaatbare vergrotingsfactor

	Lopen
	1,6 Hz
	1,3

	Lopen
	2,0 Hz
	1,5

	Rennen
	2,4 Hz
	2,0

	Sprinten
	4,0 Hz
	2,7

	Springen
	2,2 Hz
	2,0

	Springen
	2,1 Hz
	3,1

	Springen
	1,8 Hz
	6,2

	Dansen
	1,6 Hz
	1,7

	Dansen
	3,0 Hz
	1,7
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Bereken en controleer vergrotingsfactor 1 / [1 – (f / f0)] ≤ Rwens





Bereken 


1e eigen frequentie vloer (f0) 


[A * √ ( EI / μ ∙ l)] / (2π) ≥ 5 Hz





Bereken doorbuiging (δ�tot)


1,0 ∙ G + 1,0 ∙ ψ ∙ Q ≤ 12 mm








Verhoog wapeningspercentage en / of betondruksterkte





Bereken buigstijfheid (EI) volgens fictieve elasticiteitsmodulus (Ef)





Bepaal meetrillende massa (m*)





Schematiseer één – massa – veersysteem





Bereken wapening (ω0) en kies veldwapening








Bepaal belastingen en bereken reacties, dwarskrachten en momenten, veranderlijke belasting = 5 kN / m2, ψ = 0,25








Bepaal randvoorwaarden, theoretische lengte (Lt), schematiseer vloer en schat vloerdikte (d) en bepaal vergrotingsfactor (R)
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